Всероссийская олимпиада школьников, II этап

Всероссийская олимпиада школьников, II этап


Задания
8 класс
1. Числитель обыкновенной дроби уменьшили на 10%. На сколько процентов надо увеличить знаменатель дроби, чтобы в результате дробь уменьшилась в 2 раза?

2. Докажите, что если 
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3. На двух смежных сторонах AB и BC параллелограмма ABCD вне его построены равносторонние треугольники ABE и BCF. Доказать, что треугольник DEF равносторонний.

4. Несколько команд приняли участие в воллейбольном турнире. Команда A считается сильнее команды B, если либо A выиграла у B, либо имеется команда C такая, что A выиграла у C, а C выиграла у B. Докажите, что если команда Т — победительница турнира, то она сильнее всех остальных команд. (Ничьих в волейболе не бывает.)

5. У нескольких крестьян есть 128 овец. Если у кого-то из них оказывается не менее половины всех овец, остальные сговариваются и раскулачивают его: каждый берет себе столько овец, сколько у него уже есть. Если у двоих по 64 овцы, то раскулачивают одного из них. Произошло 7 раскулачиваний. Докажите, что все овцы собрались у одного крестьянина.
9 класс
1. Докажите, что если (3х+5y)
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2. Доказать, что в равнобедренном треугольнике с углом 20° при вершине боковая сторона больше удвоенного основания.

3. Прожектор освещает угол 90°. Доказать, что расположенные в 4-х произвольных точках плоскости 4 прожектора можно направить так, чтобы осветить всю плоскость.

4. 16 туристов должны были заплатить за экскурсию по 5 злотых каждый. Но у них были только купюры по 10, 15 и 20 злотых. Тем не менее им удалось заплатить за экскурсию и никто никому не остался должен. При каком наименьшем количестве купюр это возможно.

5. У нескольких крестьян есть 128 овец. Если у кого-то из них оказывается не менее половины всех овец, остальные сговариваются и раскулачивают его: каждый берет себе столько овец, сколько у него уже есть. Если у двоих по 64 овцы, то раскулачивают одного из них. Произошло 7 раскулачиваний. Докажите, что все овцы собрались у одного крестьянина.

10 класс

1. Решить в натуральных числах уравнение 
2х2 + 3xy+y2 = 32005
2. В выпуклом четырехугольнике АВСD биссектрисы углов CAD и CBD пересекаются на стороне CD. Доказать, что биссектрисы углов ACB и ADB пересекаются на стороне АВ.

3. Найдите такую функцию f, что для любых действительных чисел х выполняется 
2f(x) + f(1 – x) = x2.

4. 20 туристов должны были заплатить за экскурсию по 5 злотых каждый. Но у них были только купюры по 10, 15 и 20 злотых. Тем не менее им удалось заплатить за экскурсию и никто никому не остался должен. При каком наименьшем количестве купюр это возможно.

5. В каждой из 8 точек пространства стоит прожектор, который освещает октант (трехгранный угол с взаимно перпендикулярными ребрами) с вершиной в этой точке. Доказать, что можно направить прожектора так, чтобы они осветили все пространство.

11 класс
1. Можно ли жесткий правильный тетраэдр с ребром 1 «протащить» сквозь обруч диаметром 1.

2. Решить систему уравнений
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3. Найдите такую функцию f, что для любых действительных чисел х выполняется 

2f(x) + f(1 – x) = x2.

4. Доказать, что для любых положительных x и y, для любого α
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5. В каждой из 8 точек пространства стоит прожектор, который освещает октант (трехгранный угол с взаимно перпендикулярными ребрами) с вершиной в этой точке. Доказать, что можно направить прожектора так, чтобы они осветили все пространство.
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