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І Пояснительная записка
Данный элективный курс адресован учащимся 11-го класса средней общеобразовательной школы. В курсе рассматриваются решения различных заданий, содержащих выражение со знаком модуля.

С определением модуля учащиеся впервые встречаются в 6-ом классе. В последующие годы обучения модулям уделяется крайне мало внимания, либо оно не уделяется совсем. Вместе с тем, анализируя сборники для подготовки к ЕГЭ и контрольно-измерительные материалы для 11-х классов последних лет, можно сделать вывод: задания, содержащие выражения со знаком модуля включены, как правило, в уровень В, реже С. Поэтому, умение учащихся решать подобные задания дает им возможность получить более высокий балл на Едином Государственном Экзамене.

В данном курсе рассматриваются модули, в заданиях из основных тем           «Алгебра 7-9»: решение уравнений (линейных, квадратных, логарифмических, иррациональных) и неравенств (линейных, квадратных, дробно-рациональных, логарифмических), что позволяет

1) организовать повторение по этим темам;

2) объяснение нового материала осуществлять в форме диалога, беседы.

Реалистичность данного курса выражается в том, что он может быть изложен в течении десяти занятий.

ІІ Цель курса
Формирование у учащихся навыка решения различного типа заданий, содержащих выражения со знаком модуля, обеспечивая тем самым более качественную подготовку выпускников к ЕГЭ.

ІІІ Задачи курса
· Учить решать разнообразные задания, содержащие выражения с модулем, способствуя формированию математической компетенции;

· Закрепить навыки решения уравнений (линейных, квадратных, иррациональных, логарифмических) и неравенств (линейных, квадратных, дробно-рациональных, логарифмических);

· Формировать умение выдвигать гипотезы, строить логические умозаключения.

ІV Содержание программы
1. Уравнения и их неравенства с модулями (3ч.)

· уравнения со знаком модуля;

· неравенство со знаком модуля;

· решение заданий из сборников, для подготовки к ЕГЭ.

2. Модули в заданиях ЕГЭ (4ч.)

· иррациональные уравнения и системы иррациональных уравнений с модулями;

· формула [image: image2.png]Va™ = |al



, где [image: image4.png]


 - четное и [image: image6.png]n >0



;
· модули и логарифмы в заданиях ЕГЭ.

3. Графики и модули (3ч.)

· построение графиков функций [image: image8.png]If ()l



 QUOTE 
 , [image: image11.png]flx)



 и функций, содержащих несколько выражений под знаком модуля, содержащих слагаемые без знака модуля;

· графики разнообразных функций (линейных, квадратичных, логарифмических, тригонометрических), содержащих знаки модуля;

· графики и модули в ЕГЭ.

V Тематическое планирование
	№ занятия
	Тема занятия
	Форма деятельности
	Форма контроля

	І Уравнение и неравенство с модулем (3ч.)

	1.
	Модуль числа. Решение уравнений, содержащих выражения со знаком модуля.
	- беседа

- групповая работа
	

	2.
	Решение неравенств, содержащих выражения со знаком модуля.
	- беседа

- групповая работа
	- тестирование

	3.
	Уравнения и неравенства со знаком модуля в заданиях ЕГЭ.
	- урок-практикум
	- самостоятельная работа

	ІІ Модули в заданиях ЕГЭ (4ч.)

	4.
	Иррациональные уравнения, содержащие выражения со знаком модуля.
	- беседа

- практикум
	

	5. 
	Системы иррациональных уравнений, содержащих выражения со знаком модуля.
	- беседа

- практикум
	

	6.
	Модули и логарифмы.
	- беседа

- практикум
	

	7.
	Решение задач.
	- урок-практикум
	- самостоятельная работа

	ІІІ Графики и модули (3ч.)

	8.
	Графики линейных функций, содержащих модули.
	- лекция

- практикум
	

	9.
	Графики квадратичных функций, содержащих модули.
	- беседа

- практикум
	- творческое задание

	10.
	Модули и графики в заданиях ЕГЭ.
	- эвристическая беседа

- практикум
	


ЗАНЯТИЕ № 1

Модуль числа. 
Решение уравнений, содержащих выражения со знаком модуля
Цель:

Вспомнить геометрический смысл модуля и его алгебраическое определение. Формировать умение решать уравнения (линейные, квадратные), содержащие одно или несколько выражений со знаком модуля.

ПЛАН.

І. В ходе беседы вспомнить геометрический смысл модуля и его алгебраическое определение.

Любое действительное число можно изобразить точкой на числовой прямой. Расстояние от начала отчета на этой прямой до этой точки равно положительному числу или нулю, если точка совпадает с началом числовой прямой.

Расстояние от точки, изображающей данное число на числовой прямой, до начала этой прямой называется модулем данного числа.

Модуль числа [image: image13.png]


 обозначается [image: image15.png]lal



  QUOTE 
 .

Например, если [image: image18.png]


, то  QUOTE 
  [image: image21.png]3| =40 =3



;
                   если [image: image23.png]


, то [image: image25.png]|4| = 0B =4



;
                   [image: image27.png]lol=0
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                     [image: image29.png]


                             [image: image31.png]


                                       [image: image33.png]



Геометрический смысл модуля можно использовать при решении некоторых уравнений.

Пример: Решить уравнение [image: image35.png]lx—6l=9




Решение: Если число 6 изобразить точкой [image: image37.png]


, то по определению модуля следует, что точка [image: image39.png]


 отстоит от точки [image: image41.png]


 на расстоянии 9 единиц.

          -3            0   1                     6                                        15
       |    |    |    |    |    |    |   |    |    |    |    |    |    |    |    |    |    |    |    |   |    |           

           [image: image43.png]


                                       [image: image45.png]


                                         [image: image47.png]



Но на числовой прямой таких точек две. Одна имеет координату [image: image49.png]x=6+9=15



, другая имеет координату [image: image51.png]


. Следовательно, данное уравнение имеет два решения: [image: image53.png]


 и [image: image55.png]


.

Однако, при решении уравнений, содержащих одно или несколько выражений со знаком модуля, удобнее пользоваться алгебраическим определением модуля числа:

	Модулем или, иначе абсолютной величиной отрицательного числа называется противоположное ему положительное число, модулем положительного числа и числа «нуль» называется само это число.


Кратко определение можно записать так:

[image: image56.png]lal = { a,ecna =0
—a,ecna <0




Например, [image: image58.png]5|=5;|7|=7; |0l =0



.
ІІ. Решение задач.

Пример 1: Решить уравнение [image: image60.png][2x — 12| + |6x + 48| = 160




Решение: Найдем корни (нули) каждого выражения, содержащего знак модуля:

[image: image61.png]



[image: image62.png]



Найденные значения разбивают числовую прямую на три промежутка:
                                      -8                                6
                                                              

Решение данного уравнения рассматриваем в каждом промежутке отдельно.
1) В промежутке [image: image64.png]x < —8



 оба выражения, стоящие под знаком модуля, отрицательны. Поэтому в этом промежутке при записи уравнения без знаков модуля знаки этих выражений меняем на противоположные. Получим уравнение:

[image: image65.png]—(2x —12) — (6x + 48)





[image: image66.png]—2x+ 12— 6x — 48 = 160




[image: image67.png]—8x = 196




[image: image68.png]x = —245




Это значение принадлежит рассматриваемому промежутку: [image: image70.png]—24,5 < —8



. Значит, оно является решением данного уравнения.
2) Во втором промежутке  [image: image72.png]


 первое выражение отрицательно, а второе – положительно. Следовательно, в этом промежутке уравнение запишется так:
[image: image73.png]—(2x — 12) + (6x + 48) = 160




[image: image74.png]—2x+ 12+ 6x + 48 = 160




[image: image75.png]4x = 100




[image: image76.png]



Это значение не принадлежит рассматриваемому промежутку: [image: image78.png]25> 6



, следовательно, оно является посторонним корнем.

3) В третьем промежутке [image: image80.png]x> 6



 оба выражения положительны и в этом промежутке уравнение запишем так:

[image: image81.png](2x —12) + (6x + 48) = 160




[image: image82.png]2x — 12+ 6x + 48 = 160




[image: image83.png]8x = 124




[image: image84.png]x = 15,5




[image: image85.png]155> 6




Ответ: [image: image87.png]—24,5;155



.

Пример 2: Решить уравнение [image: image89.png]



Решение:

[image: image90.png]



[image: image91.png]x(x—4)=0




[image: image93.png]


 [image: image95.png]



                                       0                                4

                                                                

	1. [image: image97.png]



[image: image98.png]



[image: image99.png]



[image: image100.png]D =36; 36 >0




[image: image101.png]



[image: image102.png]50 —-1<0




посторонний

корень

Ответ: [image: image104.png]-1;5





	2. [image: image106.png]



[image: image107.png]—x+4x =





[image: image108.png]—x° 4+ 4x—





[image: image109.png]



корней нет
	3. [image: image111.png]



[image: image112.png]



[image: image113.png]



[image: image114.png]D =36; 36 >0




[image: image115.png]



[image: image116.png]54 -—1<4




посторонний

корень




ІІІ. Предлагаемые ниже упражнения могут быть выполнены в классе в ходе групповой работы или предложены в качестве домашнего задания.

Решить уравнение:

1. а) [image: image118.png][2x — 5| = 39




б) [image: image120.png]|84 — 5x| = 64




2. а) [image: image122.png]lx+2] +|x+3| =





б) [image: image124.png]|15x — 105] + [12x — 288| = 535




3. а) [image: image126.png]|2x — 16| + |5x + 20| + [3x — 30 = 300




       б) [image: image128.png]I36 — 12x| — |5x + 20| — |7x — 35| = 240




4.    а) [image: image130.png]P+t x| =-1



; б) [image: image132.png]14x —2x° = |x = 7|




ІV. Итог занятия.

ЗАНЯТИЕ № 2
Решение неравенств,  содержащих выражения со знаком модуля
Цель:

Формировать умения решать неравенства (линейные, квадратные, дробно-рациональные), содержащие одно или несколько выражений со знаком модуля.
ПЛАН.

І. Познакомиться с новым материалом в ходе решения предлагаемых неравенств различных видов.
При решении неравенств, содержащих выражения под знаком модуля, как и при решении уравнений, сначала находят корни выражений, стоящих под знаком модуля. Эти корни разбивают числовую прямую на промежутки. Неравенство решают на каждом промежутке отдельно. В конце необходимо найти пересечение получившегося решения неравенства и того промежутка, на котором данное неравенство решалось.
ІІ. Решение задач.

Пример 1: Решить неравенство [image: image134.png]lx+2]<3




Решение:

[image: image135.png]x+2=





[image: image136.png]



                           -2
                          
	1. [image: image138.png]



[image: image139.png]—(x+2)<3




[image: image140.png]



[image: image141.png]x> =5




                              -2

                      

                  -5
[image: image142.png]



Ответ: [image: image144.png](—5:1)





	2. [image: image146.png]



[image: image147.png]x+2<3




[image: image148.png]x <1




                               1

              

                  -2

[image: image149.png]x € (—2;1)







Пример 2: Решить неравенство [image: image151.png]2x—1]—|x—2]|= 4




Решение: 

[image: image152.png]



[image: image153.png]



                    0,5                    2
                     

	1. [image: image155.png]x<0,5




[image: image156.png]—(2x-1)+(x—-2) =4




[image: image157.png]—2x+1+x—224




[image: image158.png]



[image: image159.png]



            -5          0,5

                          

[image: image160.png]x € (—o0;—5]




Ответ: [image: image162.png]0;—5] U [3;+0)




	2. [image: image164.png]



[image: image165.png]x—-1)+(x—-2)=4




[image: image166.png]2x—1+x—2=4




[image: image167.png]



[image: image168.png]vz 2




 0,5                          2      [image: image170.png]



                     

[image: image171.png]x € 0@





	3. [image: image173.png]



[image: image174.png]2x—1)—-(x—2) =4




[image: image175.png]2xr—1—-x+2=4




[image: image176.png]



       2                3

       

[image: image177.png]x € [3;+00)






Пример 3: Решить неравенство [image: image179.png]lx|x = x




Решение:

[image: image180.png]



                        0
                         

	1. [image: image182.png]x<0




[image: image183.png]—xx = x




[image: image184.png]



[image: image185.png]



[image: image186.png]—x(x+1)=0




[image: image187.png]



                  -1                  0
     [image: image189.png]


                [image: image191.png]


                [image: image193.png]



[image: image194.png]



Ответ: [image: image196.png][-1;0] U [1;+00)





	2. [image: image198.png]



[image: image199.png]



[image: image200.png]



[image: image201.png]



[image: image202.png]x(x—1)=0




[image: image203.png]



                  0                    1

     [image: image205.png]


                [image: image207.png]


                [image: image209.png]



[image: image210.png]x € [1;+00)







Пример 4: Решить неравенство [image: image212.png]



Решение: 

[image: image213.png]x+1 {fx;;;o = {1:71




                    -1                      2

                                             
	1. [image: image215.png]



[image: image216.png]x+1




[image: image217.png]x+1




[image: image218.png]21
Gty
x4+ 1




[image: image219.png]>0
x+1




[image: image220.png]x+1<0




[image: image221.png]x < —1




                    -1

                     
[image: image222.png]x € (—o0;—1)




Ответ: [image: image224.png]



	2.  [image: image226.png]—l<x<2




[image: image227.png]—2x+ 4
e

x+1




[image: image228.png]—2x+ 4
x+1




[image: image229.png]—2x+4-2(x+1)
x+1

>0




[image: image230.png]4+ 2
— >0

x+1




[image: image231.png](

—4x+ 2
x+120





[image: image232.png]



         -1        0,5
     [image: image234.png]


       [image: image236.png]


        [image: image238.png]


     

                                  2
[image: image239.png]x € (—1;05)





	3.  [image: image241.png]



[image: image242.png]x+1




[image: image243.png]21
Gty
x4+ 1




[image: image244.png]>0
x+1




[image: image245.png]x+1<0




[image: image246.png]x < —1




            -1      2

                      
[image: image247.png]x € 0@






ІІІ. Предлагаемые упражнения могут быть выполнены в классе в ходе групповой работы или предложены в качестве домашнего задания.
Решить неравенство:

1.  а)[image: image249.png]lx+1] = -6




б)  [image: image251.png][2(x+ 1) =3x+3




2.  а)  [image: image253.png]lx+2]+|x =3 >x+5




б)  [image: image255.png][2x + 5| = [3x — 4| = 2x —





3.  а)  [image: image257.png]| —5x| < 6




б)  [image: image259.png]|x*—2x—8[=>5




в)  [image: image261.png]| —2x] < x




4.  а)  [image: image263.png]x?—4]x|+3>0




б)  [image: image265.png]x® +8lx| = =7




в)  [image: image267.png]



5.  а)  [image: image269.png]


    б)  [image: image271.png]



ІV. Тест.

1. Решите уравнение: [image: image273.png][4x + 28| = 32




а) -1; 15  б) -15; 1  в) -15  г) -1
2. Решите неравенство: [image: image275.png]|16 — 3x| < 5




а) [image: image277.png]


  б) [image: image279.png](—omi53) U (55 +e0)



  в) [image: image281.png]



3. Какому промежутку принадлежит корень уравнения: [image: image283.png]lx—5]—|x—3]=0




а) [image: image285.png][3:5]



  б) [image: image287.png]


  в) [image: image289.png][5; +o0)




4. Задания с кратким ответом:

а) решите уравнение: [image: image291.png]



б) решите неравенство: [image: image293.png]2x—|x|-1=z0




V. Итог занятия.

ЗАНЯТИЕ № 3
Уравнения и неравенства, со знаком модуля в заданиях ЕГЭ
Цель:

Познакомить учащихся с некоторыми видами заданий, встречающихся на ЕГЭ. Учить искать оптимальные пути решения таких заданий.

ПЛАН.

І. Решение задач – практикум.
Пример 1: Решить уравнение [image: image295.png]lx® = 1]+ [4 — x*| = 2x




Решение: 

О.Д.З.:  [image: image297.png]



             [image: image299.png]



Найдем нули: 
	[image: image300.png]



[image: image301.png]



[image: image302.png]



	[image: image303.png]



[image: image304.png]



[image: image306.png]


2


               -2          -1            0            1           2

                •            •    
	1. [image: image308.png]0=x<1




[image: image309.png](-1 + (4—-x7





[image: image310.png]—2x*—2x+5=0




[image: image311.png]



[image: image312.png]44




  [image: image314.png]x, = 22V
1 ry




 [image: image316.png]x, = S
1 2



– посторонний
                                 корень
  [image: image318.png]i



  – посторонний

                                корень

Ответ: 1,5;  [image: image320.png]1411





	2. [image: image322.png]



[image: image323.png](x?—1)+ (4—x7





   [image: image325.png]2x




   [image: image327.png]



   [image: image329.png]



	3. [image: image331.png]



[image: image332.png](x?=1)—(4—x%) = 2x




[image: image333.png]2x° —2x—





    [image: image335.png]44




    [image: image337.png]x, = 2
1=




    [image: image339.png]



    [image: image341.png]


  – посторонний

                                корень


Пример 2: Найдите сумму корней уравнения [image: image343.png]



Решение: Заметим, что [image: image345.png](x—1)F=lx—1°



, тогда данное уравнение примет вид

 [image: image347.png]2lx = 1* +|x — 1] —





Пусть [image: image349.png]lx—1l=y y=0




[image: image350.png]



[image: image351.png]



[image: image352.png]v

—1+3

¥z





[image: image354.png]y; =05




– посторонний корень

[image: image355.png]lx—1]=05




[image: image357.png]


                             1
[image: image359.png]


                                        
	1. [image: image361.png]



[image: image362.png]



[image: image363.png]



[image: image364.png]05<1




	2.[image: image366.png]



[image: image367.png]x—1=05




[image: image368.png]



[image: image369.png]



	


Найдем сумму корней данного уравнения: [image: image371.png]05+15=2




Ответ: 2

Пример 3: Количество целых решений неравенства  [image: image373.png]x|x®+10x + 24| < 0



 

на промежутке [image: image375.png][-5:1]



 равно:

а) 5;   б) 3;   в) 4;   г) 2.

Решение:   Решим неравенство [image: image377.png]x|x®+10x + 24| < 0




Т.к. [image: image379.png]|x*+10x + 24| = 0



 при любых значениях [image: image381.png]


, то данное неравенство равносильно системе:

[image: image382.png]{x<\) Q{x<\)
x2+10x +24 % 0 x#= —4,x%= -6




Т.о. решением данного неравенства является объединение промежутков     [image: image384.png];—4) U (—4;0)




. Пересечением этого объединения и промежутка [image: image386.png][-5:1]



 служит объединение [image: image388.png][-5-4)u (40



. Найдем целые числа, входящие в последнее объединение: -5; -3; -2; -1. Их количество равно 4.

Ответ: в)

Пример 4: Найдите значение выражения [image: image390.png]V(x?—10x +25)5 + |x — 1,5]



,

                  если [image: image392.png]



Решение: 

[image: image393.png](22 —10x +25)5 + [x — 15|

V((x =525 + |x— 15|





[image: image394.png]= Y(x =52 +|x - 15| = |x =5 +|x — 15|




[image: image396.png]


                    1,5                                                  5
[image: image398.png]


                              

                                                                       1,8                          4,3

Корни выражений, стоящих под знаком модуля, не принадлежат заданному промежутку [image: image400.png][1,8;4,3]



. Следовательно, на этом промежутке выражения [image: image402.png]


 и [image: image404.png]x —1,5



 имеют постоянные знаки: [image: image406.png]x—5<0



, [image: image408.png]x—15>0



.

Т.о. [image: image410.png]—(x—=5)+(x—15)=—-x+5+x—-15=35




Ответ: 3,5
ІІ. Задачи и упражнения для работы на уроке и дома.

1. Решите уравнение: [image: image412.png]|2 + 11x + 28] = [x* — 14]




2. Найдите все решения уравнения [image: image414.png]2T-oslxl42
preanni

0



, принадлежащие области определения функции[image: image416.png]v




.
3. Решите неравенство: [image: image418.png]lx—1l(x*—4) <0



.

4. Решите неравенство и укажите наименьшее целое положительное решение 
[image: image420.png]lx—2|(x—1) =0



.

5. Решите уравнение: [image: image422.png]x® + 16y + 12xy = —|x — 2| + 4xy



.

6. Найдите значение выражения [image: image424.png]lx —1,8] + {/(x? + 4x + 4)?



, если [image: image426.png]-18=x=15




ІІІ. Итог занятия.

ЗАНЯТИЕ № 4
Иррациональные уравнения, содержащие выражения со знаком модуля
Цель:

Формировать умения решать иррациональные уравнения, содержащие модули.

ПЛАН.

І. Иррациональные уравнения, содержащие выражения со знаком модуля, в большом объеме предлагаются для решения авторами различных сборников, пособий, предназначенных для подготовки к ЕГЭ.
Пример 1: Решите уравнение [image: image428.png]Wxr2=|x+1]+4




Решение: [image: image430.png]x+1=0



                      -1
[image: image432.png]


                             

	1. [image: image434.png]



[image: image435.png]Wr+2=—(x+1)+4




[image: image436.png]wWr+2

x+3




[image: image437.png]16(x+2)=x"—6x+9




[image: image438.png]23=0




[image: image439.png]D, = 144




[image: image440.png]



[image: image441.png]23> -1





посторонний              посторонний

корень                         корень

Ответ: -1; 7
	2. [image: image443.png]



[image: image444.png]Wr+2=(x+1)+4




[image: image445.png]wWr+2





[image: image446.png]16(x +2) = x* +10x + 25




[image: image447.png]



[image: image448.png]



[image: image449.png]



[image: image450.png]



Проверка:

[image: image451.png]wW7+2





[image: image452.png]12

12




[image: image453.png]



[image: image454.png]





Пример 2: Найдите сумму корней уравнения [image: image456.png]V21 +10[x—4l=4—





Решение: [image: image458.png]x—4=0



                       4
[image: image460.png]


                                 
	1. [image: image462.png]



[image: image463.png]V_21+10(x—4





[image: image464.png]V=10x+19=4—





[image: image465.png]—10x +19 =16 —8x + x*




[image: image466.png]x® +2x —





[image: image467.png]16




[image: image468.png]



[image: image469.png]



Проверка:

[image: image470.png]V=10+19=





[image: image471.png]



[image: image472.png]V30+19=4+3




[image: image473.png]




	2. [image: image475.png]



По определению арифметического квадратного корня выражение, стоящее в правой части уравнения, должно быть отрицательным:

[image: image476.png]



[image: image477.png]



Т.о. на промежутке [image: image479.png]x > 4



 данное уравнение корней не имеет.




Найдем сумму корней уравнения: [image: image481.png]-3+1=-





Ответ: -2

Пример 3: Найдите произведение корней уравнения [image: image483.png]V8 +6x — x2[ =12 — |x? — 6x|




Решение: [image: image485.png]



[image: image487.png]


                          0                    6
[image: image489.png]


                             
	1. [image: image491.png]x <0




[image: image492.png]V8 —(6x—x?) =12 — (x? — 6%)




[image: image493.png]VB + (x2—6x) =12 — (x* — 6x)




Пусть [image: image495.png]



[image: image496.png]VB+t





[image: image497.png]8+t =144 —24t+1¢t°




[image: image498.png]t? — 25t + 136 =





[image: image499.png]81




[image: image500.png]



Проверка:

[image: image501.png]VB+17 =12 - 17




[image: image502.png]5% -5




[image: image503.png]VB+8





[image: image504.png]



Т.о. [image: image506.png]


 - посторонний корень.

При [image: image508.png]


 имеем:

[image: image509.png]



[image: image510.png]



[image: image511.png]68




[image: image512.png]_6+2V17

vy >




[image: image514.png]=3+4/17

Xy



 - посторонний корень

[image: image515.png]



[image: image516.png]3-V17<0





	2. [image: image518.png]



[image: image519.png]VB + (6x—x?) =12+ (x* - 6x)




[image: image520.png]VB + (6x—x?) =12 — (6x — x?)




Пусть [image: image522.png]



[image: image523.png]VB+t





[image: image525.png]


 - посторонний корень

[image: image526.png]



[image: image527.png]



[image: image528.png]



[image: image529.png]



[image: image530.png]



[image: image531.png]




	
	3.  [image: image533.png]x> 6




[image: image534.png]V8 —(6x—x?) =12 — (x? — 6%)




[image: image535.png]VB + (x2—6x) =12 — (x* — 6x)




Пусть [image: image537.png]



[image: image538.png]VB+t





[image: image540.png]


 - посторонний корень

[image: image541.png]



[image: image542.png]



[image: image543.png]



[image: image545.png]=3+4/17

Xy



 
[image: image546.png]3+V17>0




[image: image548.png]


 - посторонний корень


Найдем произведение полученных корней:
[image: image549.png](3-V17)x (3 +V17)x4x2=(9-17) X8 = —64




Ответ: - 64

ІІ. Задачи и упражнения для работы на уроке и дома.

1. Решите уравнение:

а) [image: image551.png]3Wx+1+[x—5/=6




б) [image: image553.png]Vi—x+lx—1=





в) [image: image555.png]lx =7 +3=2V2x -8




2. Найдите сумму корней уравнения:

а) [image: image557.png]Jy-21+10[5—x|=x—





б) [image: image559.png]VIx?+9x+ 8+ |x? +9x| = 12




3. Найдите произведение корней уравнения:

а) [image: image561.png]Jiilx+2]-18=—




б) [image: image563.png]Jiilx—3]-18=3—





4. Решите уравнение: [image: image565.png]Vi—2x +x? +326+3x —5x7 =





ІІІ. Итог занятия.

ЗАНЯТИЕ № 5
Системы иррациональных уравнений, содержащих выражения со знаком модуля
Цель:

Рассмотреть применение формулы [image: image567.png]Va™ = |al



 (где [image: image569.png]


 – четное и [image: image571.png]n >0



) при решении систем иррациональных уравнений. Формировать умение решать системы иррациональных уравнений, содержащих модули.
ПЛАН.

І. Вспомнить формулу [image: image573.png]Va™ = |al



, где [image: image575.png]


 – четное и [image: image577.png]n >0



. Рассмотреть её применение при решении систем иррациональных уравнений.
Перед тем, как решать системы иррациональных уравнений, содержащих выражения со знаком модуля, полезно вспомнить основные способы решения систем уравнения: способ подстановки и способ сложения.

Пример 1: Система [image: image579.png]y+4=vVoxT+ 120+ 4
2 +y+5=0



, 

имеет две пары решений [image: image581.png](g5 vy) m (x5 73)



. 

Найдите [image: image583.png]Xy X Xy + vy Xy,




Решение: 
[image: image585.png]{y+ 4=/(x+2)F

2x+y+5=0



,  О.Д.З.:  [image: image587.png]y+420





[image: image589.png]{y+4 3x +2|
2x+y+5




 [image: image591.png]{) =[Bx+2|-4
>
2x+13x+2|+1




,
Решим второе уравнение системы:

[image: image593.png][3x+2|=0



                     [image: image595.png]


 
[image: image597.png]


                                 
	1. [image: image599.png]



[image: image600.png]2xr—(3x+2)+1=0




[image: image601.png]



[image: image602.png]



[image: image603.png]y

-3+ 2| -4




[image: image604.png]



[image: image606.png](-1 -3)



- решение системы
	2. [image: image608.png]W




[image: image609.png]2xr+(3x+2)+1=0




[image: image610.png]5x+3=0




[image: image611.png]2
v=-06 —06z-=
3




[image: image612.png]y

—18+2| -4




[image: image613.png]y=-38 —-38z=-—4




[image: image615.png](—06; —38)




- решение системы


Т.о. [image: image617.png]—1X(-06)—3%x(-38)=06+114=12




Ответ: 12

Пример 2: Вычислите [image: image619.png]x5 X ¥y



, где [image: image621.png]


 - решение системы:

[image: image623.png]{‘/411 Foy —12xy=6+y

y-x=1



 
Решение:

[image: image625.png]{;/W:Hy
- 1




 , О.Д.З.:  [image: image627.png]6+y=0





[image: image629.png]{\2173)’ =6+y




, [image: image631.png]


 ,
Решим первое уравнение системы:
[image: image633.png]y—2|=6+y



                                        -2
[image: image635.png]


                                                   
[image: image637.png]


                               -6
	1. [image: image639.png]—6=y<2




[image: image640.png]



[image: image641.png]—2y=38




[image: image642.png]



[image: image643.png]—6=—4<2




	2. [image: image645.png]



[image: image646.png]y+2=6+y




корней нет


[image: image648.png](—5; —4)



 – решение системы
[image: image649.png]. —5x(—4)=20




Ответ: 20

Пример 3: Найдите [image: image651.png]x5 X ¥y



, где [image: image653.png]


 - решение системы уравнений:

[image: image654.png]—x

Vo+2i=4




Решение:

[image: image656.png]


 , О.Д.З.: [image: image658.png]4-x=0
{120
18+y =0



  , [image: image660.png]x=4
{120

y = 18



 , [image: image662.png]{ogxg4
y > -18



  ,
Избавимся от модуля в первом уравнении

[image: image664.png]y+2=




                        -2
[image: image666.png]


                          
	1. [image: image668.png]v =2




[image: image669.png]



[image: image670.png]



[image: image672.png]


   
[image: image673.png]=x+12




[image: image674.png]



[image: image675.png]



Проверка:

[image: image676.png]



[image: image677.png]



[image: image678.png]-3 =1/9




[image: image680.png]


 - посторонний корень

[image: image682.png]


.о. [image: image684.png]


 , [image: image686.png]2> -2




Система не имеет решения
	2. [image: image688.png]



[image: image689.png]{y+2 d—x

x=\18+y




[image: image690.png]



[image: image691.png]



[image: image692.png]x?+x—20





[image: image693.png]



Проверка:

[image: image694.png]



[image: image695.png]



[image: image696.png]-5 =125




[image: image698.png]


 - посторонний корень

[image: image700.png]


.о. [image: image702.png]


 , [image: image704.png]



[image: image706.png]


 - решение системы

[image: image707.png]






Ответ: -8 

Пример 4: Найдите наибольшее значение [image: image709.png]


 среди решений системы:

[image: image710.png]{\ (x+3)7+J/(y-2)=8

(x+3)+ly—-2/=28




Решение:

[image: image712.png]{\x+3\+\y*2
lx + 32 + |y— 2| = 28



 ,

[image: image714.png]Mycte [x+3|=mm=0n|y—-2|=nnz0



 

[image: image715.png](

m+n
m? +n

28




Вычтем из второго уравнения системы первое:

[image: image716.png]



[image: image717.png]



[image: image719.png]


 , [image: image721.png]


 – посторонний корень
[image: image723.png]{\x+3\ 5
ly—2|=3



 ,

	[image: image725.png]


 , или

[image: image727.png]


 ,        или

[image: image728.png]2-5





	[image: image730.png]


 , или

[image: image732.png]


 ,        или

[image: image733.png]2+1=





	[image: image735.png]?+3

y-2=3



 , или

[image: image737.png]


 ,        или

[image: image738.png]



	[image: image740.png]


 , 

[image: image742.png]


 ,

[image: image743.png]-8+ 1=







Наибольшее значение [image: image745.png]x—y



 равно 3.

Ответ: 3
ІІ. Задачи и упражнения для работы на уроке и дома.

1. Вычислите [image: image747.png]x5 X ¥y



, где [image: image749.png]


 - решение системы:
а) [image: image751.png]{\/917+4+121
4x —y+23=0





б) [image: image753.png]9xT +4y? —12xy=x+6
—x+1=0




в) [image: image755.png]{21+y+4:0

JE+2) 4y -2





2. Вычислите [image: image757.png]2y,
xg +



, где [image: image759.png]


 - решение системы:

[image: image760.png]{«/417{»201{»2571

3x+y+11=0




3. Найдите значение выражения [image: image762.png]Vo — %o



 , где [image: image764.png]


 - решение системы:
[image: image765.png]Vaxrt+o+12r=2y+13

—y+2=0





4. Система [image: image767.png]y=V25+10x + 2
2x+5y+1=0



 имеет две пары решений. Сумма одной из пар [image: image769.png]


.

  Найдите сумму второй пары, являющейся решением этой системы.
5. Пусть [image: image771.png]


 - решение системы уравнений:

[image: image773.png](x+5)°+4-yl=28

{mwmzs



 . Найдите [image: image775.png]2
—4)
(o

o+



.

ІІІ. Итог занятия.

ЗАНЯТИЕ № 6
Модули и логарифмы
Цель:

Познакомить учащихся с некоторыми видами заданий, встречающихся на ЕГЭ и содержащих выражения со знаком модуля и логарифмы.

ПЛАН.

І. Решение задач.

Рассмотренные ниже задания взяты из сборников для подготовки к ЕГЭ.

Пример 1: Укажите наименьшее целое число, которое не входит в область

определения функции [image: image777.png]y =log(|2x — 3| —28)




Решение: Найдем [image: image779.png]D(y):12x—3|-28>0




Т.о. необходимо решить неравенство с модулем.

[image: image781.png]


                         1,5
[image: image783.png]



	1. [image: image785.png]x <15




[image: image786.png]—2x+3-28>0




[image: image787.png]—2x > 25




[image: image788.png]x < —125




             -12,5             1,5


[image: image789.png]—125)





	2.  [image: image791.png]



[image: image792.png]—28>0




[image: image793.png]2x = 31




[image: image794.png]x > 15,5




        1,5                   15,5


[image: image795.png]x € (15,5;+00)






[image: image796.png]12,5) U ((15,5; +=))




[image: image798.png]—12€ D(y) u—12



 - наименьшее число из возможных.  

Ответ: -12

Пример 2: Решите уравнение [image: image800.png]



Решение: О.Д.З.: [image: image802.png]~>0




                             [image: image804.png]x>0




Найдем корень выражения, стоящего под знаком модуля:

[image: image805.png]



[image: image807.png]



[image: image809.png]


                 
[image: image811.png]


                         0                     7

	1. [image: image813.png]0=x <7




[image: image814.png](% = 3x —8) (- log





[image: image815.png]log;(—xz+3x+s—1o) =0




[image: image817.png]


 или [image: image819.png]



                          [image: image821.png]



[image: image823.png]


             [image: image825.png]



посторонний

    корень
	2. [image: image827.png]



[image: image828.png]x x
2—3x —8)log = 10log=
(x* = 3x —8)log og




[image: image829.png]x
log;(zz—sx—s—m) =





[image: image831.png]


 или [image: image833.png]



                          [image: image835.png]



[image: image837.png]


             [image: image839.png]



                              посторонние

                              корни


Ответ: 1; 2; 7
Пример 3: Решите неравенство 

[image: image840.png](25x —3x7 +18)Vx—1

Toglx—71—-1




Решение: Решим данное неравенство методом интервалов. Для этого рассмотрим систему:

[image: image841.png]{(251—31’ +18)Vx—1=0

log,Jx—7|-120




	[image: image842.png]log,lx—7|-1=




[image: image843.png]log,|x — 7| =log, 4




[image: image844.png]



[image: image845.png]



	[image: image846.png](25x—3x7+18)Vx—1





О.Д.З.: [image: image848.png]x—1=0




            [image: image850.png]



[image: image852.png]—3x*+25x +18=10



 или [image: image854.png]



[image: image856.png]D =625 +216 = 841



         [image: image858.png]



[image: image860.png]


 - посторонний корень

[image: image861.png]





	1. [image: image863.png]



[image: image864.png]log,(7 —x) = log, 4




О.Д.З.: [image: image866.png]7-x>0




 [image: image868.png]x <7




[image: image869.png]



 [image: image871.png]



	2. [image: image873.png]



[image: image874.png]log,(x —7) =log, 4




О.Д.З.: [image: image876.png]x—7>0




 [image: image878.png]x =7




[image: image879.png]



 [image: image881.png]





Т.о. [image: image883.png]x#3



 и [image: image885.png]x# 11




Все условия: [image: image887.png]


; [image: image889.png]x <7



; [image: image891.png]x =7



 и получившиеся корни: 1; 3; 7; 9; 11 отметим на числовой прямой:
         1                  3                 7                 9               11
               [image: image893.png]


              [image: image895.png]


            [image: image897.png]


              [image: image899.png]


               [image: image901.png]



Определив знаки левой части неравенства в каждом из промежутков, запишем ответ.
Ответ: [image: image903.png][1; 3) U [9;11)




ІІ. Задачи и упражнения.

1. Решите неравенство

[image: image904.png]- — 4
1ologslx =4l
(114—x —3x3)Wx+3




2. Укажите наименьшее целое число из области определения функции

[image: image905.png]y =log(28 — |2x +3|)




3. Укажите наибольшее целое число, являющееся решением неравенства

[image: image906.png]1
0,2)/1 »
(02) z5:




ІІІ. Итог занятия.

ЗАНЯТИЕ № 7
Практикум. Решение задач
Цель:

Проверить степень усвоения учащимися материала предыдущих уроков.

ПЛАН.

І. Проверить усвоение материала можно в результате самостоятельной работы.

1. Решите уравнение: [image: image908.png]Vi—2+|x—5|=





2. Вычислите [image: image910.png]x5 X ¥y



, где [image: image912.png]


 - решение системы:

[image: image913.png]VexT+i2r+a=3y+13

—y+3=0





3. Укажите наибольшее целое число из области определения функции

[image: image914.png]v =log(35— [3x — 11])




4. Укажите число целых решений неравенства

[image: image915.png](0,5)/=+1 » 1
=3




ІІІ. Итог занятия.
Учащиеся сами проверяют свои решения, сравнивая свои результаты с результатами в таблице:

	1
	2
	3
	4

	2; 6
	4
	15
	[image: image916.png][-15:9]







ЗАНЯТИЕ № 8
Графики функций, содержащих выражения со знаком модуля
Цель:

На примере линейных функций рассмотреть три способа построения графиков функций, содержащих модули:

1) построение графика функции [image: image918.png]If ()l



;
2) построение графика функции [image: image920.png]flx)



;

3) построение графиков функций, содержащих несколько выражений со знаком модуля, содержащих слагаемые без знака модуля.
ПЛАН.

І. Объяснение нового материала.
Чтобы построить график функции [image: image922.png]If ()l



, надо построить сначала график функции [image: image924.png]f(x)



 и затем часть графика, расположенную в области отрицательных значений [image: image926.png]y



, отобразить симметрично относительно оси [image: image928.png]0X



.
Пример 1: Построить график функции [image: image930.png]y =10,5x — 3|




Решение: [image: image932.png]y=05x—3




[image: image933.png]



[image: image934.png]



	                       [image: image936.png]



         
                                   
                       [image: image938.png]


                                         [image: image940.png]



                                           



Чтобы построить график функции [image: image942.png]flx)



, надо построить сначала график функции [image: image944.png]f(x)



 и затем часть графика, расположенную в области положительных значений [image: image946.png]


, отобразить симметрично относительно оси [image: image948.png]oY



.
Пример 2: Построить график функции [image: image950.png]y =05|x|





Решение: [image: image952.png]y=05x—3




[image: image953.png]



[image: image954.png]



	                                           [image: image956.png]


 


                                           [image: image958.png]


                                         [image: image960.png]


    






Для построения графиков функций, содержащих несколько выражений под знаком модуля, содержащих слагаемые без знака модуля, как и при решении уравнений, сначала находят корни выражений, стоящих под знаком модуля. Эти корни разбивают числовую прямую на промежутке. График строят в каждом промежутке отдельно.

Пример 3: Построить график функции [image: image962.png]v=lx—1l+lx—2[ +x




Решение: [image: image964.png]



[image: image965.png]



Найденные корни выражений, стоящих под знаком модуля, разбивают ось [image: image967.png]0X



 на три промежутка. В каждом промежутке выражение, стоящее под знаком модуля, имеет определенный знак. Опускаем знаки модуля, беря выражение в каждом промежутке с соответствующим знаком:

	1. [image: image969.png]



[image: image970.png]—(x—1)-(x—-2)+x=—x+3





2. [image: image972.png]



[image: image973.png]x—1)—(x—-2)+x=x+1




3. [image: image975.png]



[image: image976.png]x—1)+(x—2)+x=3x-3




Строим графики получившихся функций в своих промежутках.
	                [image: image978.png]







                        1     2                      [image: image980.png]


    
               [image: image982.png]


     



ІІ. Задачи и упражнения.

Постройте график функции:

1. [image: image984.png]v =[1-2x|




2. [image: image986.png]v =3x| +1




3. [image: image988.png]y =3x + [5x — 10|




ІІІ. Итог занятия.

ЗАНЯТИЕ № 9
Графики квадратичных функций, содержащих знаки модуля
Цель:

Закрепить способы построения графиков на примере квадратичных функций, а так же проверить их усвоение при построении графиков других известных функций.
ПЛАН.

І. Рассмотрим примеры.

Способы построения графиков квадратичных функций, содержащих знаки модуля, аналогичны способам построения графиков линейных функций, содержащих знаки модуля.
Пример 1: Построить график функции [image: image990.png]y = |x*—6x+ 5|




Решение: [image: image992.png]


 - квадратичная функция, графиком является парабола

т.[image: image994.png]


 - вершина параболы

	[image: image995.png]



3

2

1

0

[image: image996.png]y




-4

-3

0

5

Строим график функции [image: image998.png]


. Часть графика, расположенную ниже оси [image: image1000.png]0X



, отображаем симметрично оси [image: image1002.png]0X





	        [image: image1004.png]





        [image: image1006.png]


                                    [image: image1008.png]







Пример 2: Построить график функции [image: image1010.png]y=x"—6|x|+5




Решение: Заметим, что [image: image1012.png]


, тогда наша функция примет вид [image: image1014.png]v = |x|* —6lx[ + 5



.
Строим график функции [image: image1016.png]


, часть графика, расположенную правее оси [image: image1018.png]oY



, отображаем симметрично оси [image: image1020.png]oY



.

	                                [image: image1022.png]





                               [image: image1024.png]


                                
                                                                  [image: image1026.png]


 



Пример 3: Построить график функции у = -х|х|
Решение: Находим корень выражения под знаком модуля: [image: image1029.png]


. В результате ось [image: image1031.png]0X



 разбиваем на два промежутка.

	1. [image: image1033.png]x < 0,y=—xX(—x)=x*




2. [image: image1035.png]



Строим графики получившихся функций в своих промежутках.
	                      [image: image1037.png]


 
                       [image: image1039.png]



                                                 [image: image1041.png]






Пример 4: При каких значениях [image: image1043.png]


 число корней уравнения [image: image1045.png][lx* —
2x| =7




 

                  в четыре раза больше [image: image1047.png]


?
Решение: Построим график левой части уравнения

                               [image: image1049.png]





     [image: image1051.png]y=1



     


                               [image: image1053.png]


                                       [image: image1055.png]


                 


Проводя горизонталь [image: image1057.png]y=a



 при различных [image: image1059.png]


, мы видим, что она пересекает график левой части уравнения в четырех точках только при [image: image1061.png]0<a<é



. Т. е. количество корней данного уравнения равно 4 при [image: image1063.png]a € (0;6)



. По условию [image: image1065.png]4>a



 в 4 раза. Значит [image: image1067.png]a=44=10<1<6



.
Ответ: [image: image1069.png]



ІІ. Итог занятия.
Из перечисленных ниже функций учащиеся самостоятельно или с помощью учителя выбирают одну. Им необходимо построить график этой функции в адекватном масштабе, желательно в компьютерном варианте.
Постройте график функции:

	1.
	[image: image1070.png]




	2.
	[image: image1071.png]=220
y = 21





	3.
	[image: image1072.png]v =1[2x — 4| + |6 + 3x|





	4.
	[image: image1073.png]Ve + 12+ (x-1)?






	5.
	[image: image1074.png]VB -2+ (052 +3)2 - /(0,52 + 1)






	6.
	[image: image1075.png]Jsing
sinsx
Y 3





	7.
	[image: image1076.png]




	8.
	[image: image1077.png]




	9.
	[image: image1078.png]y = logi|x — 3|
3





	10.
	[image: image1079.png]v =log,|x|





	11.
	[image: image1080.png]y =19 —x7





	12.
	[image: image1081.png]y=|x*—4|+3





	13.
	[image: image1082.png]y =|x*
|x?=2[—1





	14.
	[image: image1083.png]y = |x*+ 2x— 8|





	15.
	[image: image1084.png]y

|—x® + 4x — 3|





	16.
	[image: image1085.png]—4lx|+5






	17.
	[image: image1086.png]




	18.
	При каких значениях [image: image1088.png]


 число корней уравнения [image: image1090.png]|« = 8lx| + 7] =




 равно [image: image1092.png]


?

	19.
	Пусть [image: image1094.png]


 - решение системы [image: image1096.png]{y—z =lx-2|
y =251



, найдите сумму [image: image1098.png]x5+ Vg






ЗАНЯТИЕ № 10
«Модули и графики в заданиях ЕГЭ».

Цель:

Познакомить учащихся с некоторыми видами заданий, встречающихся на ЕГЭ, и содержащих модули и графики.

ПЛАН.

І. Решение упражнений.

Пример 1: Решите уравнение [image: image1100.png]cos(x —3) =3 —x| + 1




Решение: Решим данное уравнение графически. Для этого в одной системе координат построим графики функций [image: image1102.png]y = cos(x —3)



 и [image: image1104.png]y=13-x[+1



. Чтобы построить график функции [image: image1106.png]y = cos(x —3)



, надо сначала построить график функции [image: image1108.png]y = cosx



, а затем сместив его вправо вдоль оси [image: image1110.png]0X



 на три единичных отрезка.
Строим график функции [image: image1112.png]y=13-x[+1




[image: image1113.png]



[image: image1114.png]



1. [image: image1116.png]



[image: image1117.png]y=3-x+1=-x+4




2.  [image: image1119.png]



[image: image1120.png]y=—(x—-3)+1=x-2




                        [image: image1122.png]



                           . 1              .  А 
                        [image: image1124.png]


      1    2    3                                                     [image: image1126.png]



                                             π
[image: image1128.png]A(3:1)



- общая точка построенных графиков; ее абсцисса [image: image1130.png]


 и есть корень уравнения. Что бы убедиться, что это точный корень, сделаем проверку:
[image: image1131.png]cos(3—3)=[3-3| +1




[image: image1132.png]



[image: image1133.png]



Ответ: 3
Пример 2: Найдите наибольшую возможную площадь выпуклого многоугольника, координаты всех вершин которого [image: image1135.png]


 удовлетворяют системе уравнений:
[image: image1136.png]{\x\ +lyl
lxyl=8




Решение: 

[image: image1137.png]iieiss = e -
xl x Iyl = 6—IyDlyl=8





[image: image1138.png]—lyl* +élyl—8=0




Пусть [image: image1140.png]lyl=z, z=0




[image: image1141.png]



[image: image1142.png]Z*—6Z+8=0




[image: image1143.png]



[image: image1144.png]



Запишем координаты вершин искомого многоугольника:

[image: image1145.png]



Построим данный многоугольник в системе координат:

	                                        [image: image1147.png]



                             [image: image1149.png]


                       [image: image1151.png]


 
                                   [image: image1153.png]


            [image: image1155.png]



                     [image: image1157.png]


                                       [image: image1159.png]



                                        [image: image1161.png]


                                  [image: image1163.png]




                     [image: image1165.png]


                                      [image: image1167.png]



                                   [image: image1169.png]


           [image: image1171.png]



                              
                              [image: image1173.png]


                    [image: image1175.png]




	[image: image1176.png]



[image: image1177.png]1
S=BX4+2X4X2F4XIX2X2




[image: image1178.png]§=32+16+8




[image: image1179.png]56




Ответ: 56


ІІ. Задачи и упражнения.
1. Решите уравнение: [image: image1181.png]cos(x —2) = |x — 2|+ 1




2. Найдите наибольшую возможную площадь выпуклого многоугольника, координаты всех вершин которого [image: image1183.png]


 удовлетворяют системе уравнений:

[image: image1184.png]{\x)
lxl + Iyl = 5




ІІІ. Итог занятия.
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